4LLycée de Kerichen MP — Cours de physique

BREST

ELECTROSTATIQUE

Chapitre 4

Conducteurs en équilibre électrostatique

4.1. Définition d’'un conducteur

Conducteur en équilibre électrostatique

Un conducteur est un milieu matériel dans lequetagees charges électriqgues, que I'on nommera
« charges mobiles », sont susceptibles de se @@aas I'action d’'un champ électrique. S’agissint
métaux ou d'alliages métalliques, ces charges mebilont négatives, portées par les électrons de
conduction.

Champ électrique « mésoscopique »

Nous parlons ici de champ « thermodynamique »,wateoyenne du champ a I'échelle mésoscopique
(échelle tres petite par rapport a I'échelle dwialpire et trés grande par rapport a I'échelleademes).

En effet, dans un tel matériau il existe égalentkas charges fixes, source de champs électrostatique
microscopiques : nous ne parlons pas ici du champpsatopique au voisinage immédiat de ces charges
pas plus que du champ microscopique au voisinag@aieeurs mobiles.

De la méme fagon, lorsque nous parlons du « dapkace» des porteurs mobiles, nous parlons de leur
éventuel mouvement moyen au sens mésoscopiquehbeges microscopiques sont soumises, y compris
a l'équilibre électrostatique, a un mouvement shstijue incessant d’agitation thermique. Ce
mouvement est de valeur moyenne nulle a I'échélieedcellule de matiere de dimension mésoscopique
et il ne lui correspond par conséquent aucun déplaat mésoscopique.

Le champ électrique est nul au cceur d’un conducteur en équilibre électrostatique

En I'absence de champ électrique dans le volummdducteur, il N’y a pas de déplacement de charge e
réciproguement, I'équilibre électrostatique d’'umdocteur implique la nullité du champ électriquasia
la totalité du volume du conducteur.

Le volume d’un conducteur en équilibre électrostatique est équipotentiel

Dire que le champ électrique est nul, cela revéeatfirmer que le volume tout entier d’'un conducten
équilibre électrostatique est équipotentiel. Nowslgms bien sOr du potentiel électrique au sens
mésoscopique du terme, valeur moyenne du potentiéthelle de cellules mésoscopiques de matiére.

Champ et potentiel dans un conducteur en équilibre électrostatique

Dans le volume d’'un conducteurC en équilibre électrostatique, le champ électriquest nul et le
potentiel est uniforme.

oMOc: E(M)=0 et V(M)=v,=C"

G
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Charges de surface, théoreme de Coulomb

En conséquence du théoréme de Gauss, nous dédgisamdans le volume d’'un conducteur en équilibre
électrostatique, la densité volumique de chargeé&stssairement nulle.

E=0 etdvE=2 = p=0
0
Si le conducteur est chargé, les charges mobildg@iacent en surface en se disposant de telle goet

le champ électrique soit nul dans tout le volunmdus admettrons, sans démonstration, qu’'une telle
répartition surfacique de charge est unique.

Rappelons la propriété de discontinuité du changrtétue a la traversée d'une surface chargée,
démontrée au chapitre précédent :

4_.4.._2&
E-E= 1

Cette propriété prend a la surface d’'un conduadigquilibre, le champ étant nul a l'intérieur,fame
particuliére duhéoreme de Coulomb

Théoreme de Coulomb

Le champ électrostatique a la surface d’'un conducte en équilibre électrostatique est normal a
la surface, dirigé vers I'extérieur si le conducteu est porteur d’'une charge positive, vers
I'intérieur si la charge est négative. La valeur ajébrigue du champ orienté par la normale
extérieure est égale au rapport par, de la densité surfacique de charge électrique :

_ — 0 —

Eint = 6 et Eext = ext

&

R

Capacité d'un conducteur seul dans I'espace

Définition

Considérons un conducteur « seul dans I'espacerteys d’'une charge électrig@@répartie a sa surface
en une densité surfaciqLaE(M) avec,S étant la surface du conducteur :

Q:@MDSG(M)dS

Le potentiel du conducteur, I'origine étant choigi€infini, s’exprime comme I'opposé de la circtitm
du champ de l'infini a la surface du conducteur :

v:v(lvl):—j

SN

E
M

Cette circulation est indépendante du parcoursigtiandépendante du point M considéré a la sudace
conducteur. Le conducteur étant considéré seul kEsace, son potentiel est di a la seule présdese
charges électriques a sa surface, soit :

V=V(P)= 1 S[;B o(M)ds
are, Jhvos  PM

Imaginons une charg® multipliée par un scalairet quelconque. La charge surfaciqmﬁM) en tout

point M de la surface sera multipli€ée par ce patean@ et ce sera aussi le cas du potentialu coeur du
conducteur.
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Nous en déduisons que la charge d’un conductelidaes I'espace est proportionnelle au potentietale
conducteur, l'origine des potentiels étant cho@siénfini. Le coefficient de proportionnalité egtialifié
decapacitédu conducteur seul dans I'espace :

Q=CV

Cette capacité ne dépeadgbriori que du détail de la forme géométrique de la sarfacconducteur.

Exemple d’un conducteur sphérique seul dans I'espace

Un conducteur sphérique de rayRiporteur d’'une charg® a I'équilibre présente, du fait de sa symétrie
sphérique, une charge surfacique unifortmeQ/4T[R2

Nous avons déja exprimé le champ et le potentié clans tout I'espace par une sphéere uniformément
chargée en surface. Ce champ est nul a l'intédeuta sphere, preuve qu'’il s'agit bien de la soluti
d’équilibre de la sphére conductrice chargée. At€geur de la sphére, le champ et le potentielpmuir
expression :

Q - oR — V()= Q oR

e = > € et

pourr >R, E = .
4T 1 €S ey €f

En particulier, a la surface du conducteur sphésiguurr =R, le potentiel a pour valei = Q/4me,R
et nous en déduisons la valeur de la capacitésphere de rayoR seule dans I'espace :

C:8:4TIEOR

4.2. Condensateur

Théoréme des éléments de surface correspondants

Deux conducteursC, et C,, porteurs de charges électriqu€s et Q,, acquierent, a I'équilibre
électrostatique, des distributions de charges spordant a des potentiels uniforméset V, dans les

bY

volumes de chacun des conducteurs. Certaines ligaeshamp joignent un conducteur a l'autre et
I'orientation de ces lignes de champ définit celles conducteurs dont le potentiel est le plus élevée

dq, =0, d§+0, d3=0

Considérons un tube de champ élémentaire joigmanbhducteurC, au conducteuC, et construisons
une surface fermée en posant des « capuchonsreqegpés en pointillé sur la figure ci-dessus) dans
volume intérieur de chaque conducteur, a chacusexteémités du tube de champ.

Le flux sortant du champ électrique a travers cattéace fermée est nul. Il est nul a travers &®ip du
tube de champ par le fait que, par définition,Harap électrique est tangent au tube. Il est nthéets
les capuchons par le fait que le champ électrigied a I'intérieur des conducteurs a I'équilibre.
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En conséquence, par application du théoreme desGausette surface élémentaire fermée, nous en
déduisons que la charge intérieure, portée paéliaments de surface correspondants, est nullee Cett
affirmation constitue le théoréme des élémentuudase correspondants :

Théoréme des éléments de surface correspondants

Considérons des solides conducteurs en équilibre eétrostatique et un tube de champ
elémentaire autour d’une ligne de champ électriqgugignant I'un des conducteurs a un autre de
potentiel moindre. Le tube de champ élémentaire décpe sur ces conducteurs des surfaces
élémentairesdS, et dS, que I'on qualifie d’ « éléments de surface corregmdants ».

Les elements de surface correspondants sont porteude charges électriquess,dS, et 0,dS,
opposeées.

b

Surfaces de deux conducteurs en influence totale : condensateur

Influence totale

Nous dirons qu’une surfacg§ d'un conducteurC, et une surface5, d’'un second conducteuf, sont
sous influence totale lorsque toutes les lignestdenp quittant 'une des surfaces aboutissentudréa
surface En conséquence, les deux surfaces correspondanitescsteuses de chargs et Q, opposees.
Les deux surfaces conductrices en regdrdet S, constituent un systéeme physiq{@, g} que l'on
appelle « condensateur ».

Attention ! Prenons garde a cette régle élémentaire de togolagi conducteur peut définir

& plusieurs surfaces, une surface extérieure et ad&rsurfaces intérieures qu’il possede de
cavités disjointes. Toutes ces surfaces peuvenpeétteuses de charges électriques.

La facon la plus simple de réaliser

un condensateur est de considérer

la surface extérieureS,,, d'un qu\
conducteur C, placé a lintérieur

d'une cavité d'un conducteur
creuxc,.

Le systeme {aext,gim} est un

condensateur.
Dans ce cas, nous noteros la charge portée par le conductefir et Q, la charge portée par le
conducteurC,. Cette charg®, = Q, ., + Q,,, Se répartit sur les deux surfacgs, etS, ., et les charges
portées par les surfaces correspondantes du catdanssont opposéesQ, +Q,,,=0. On appelle
« charge du condensateur » la charge de I'une opgle des armatures, par exemQle Q =-Q,,.,.

Capacité d’un condensateur

La définition du potentiel implique une relatioméaire entre celui-ci et les charges portées mar le
conducteurs. Ainsi existe-t-il des coefficients stamtsC; tels que :

Q =C\V+C,V,
Qi T Qe = C i+ G,V
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Lescoefficients d'influenceC; ne dependent que de la geometrie des surfaceoddscteurs.

Dans le cas particulier ou le conductélrest porté a un potentiel nul, la charge extéri€yre, est nulle
et les relations de linéarité secrivenQ =C,V,=-Q,,,=—C,V,. Nous poseronsC=C,=-C,,
coefficient positif, que I'on appelle « capacitéll»condensatet{rti, gim} .

Notons enfin que, dans le cas particulier ou lexxamnducteurs sont au méme potentiel, la ch@rgst
nécessairement nulle, ce qui implique la relatiy+C,, =0, soitC, =-C,=-C.

Les relations de dépendance linéaire entre chatgestentiels s’écrivent finalement :
Q=Cv-Cy,
Q, int T Q, ext — —CVi+ C,V,

La premiére relation définit la loi fondamentales @®ndensateurs, justifiant 'appellation de « c#pa
pour ce coefficien€ qui ne dépend, rappelons-le, que de la géométaesdrfaces en regard :

Q=C(V-V)=-Qy

Effet d’écran

La seconde relation devient alof3,,,, =(C,,~ C)V,. Elle rend compte d’une propriété tout autant
remarquable : la charge extérieure du conductguest indépendante du potentdl du conducteur
intérieur. Nous dirons que le conducte€y, entourant totalement le conductedir, fait écrana ce
dernier. Notons que le coefficie@,, - C s’identifie tout simplement a la capaci@®@ du conducteuC,
seul dans I'espace et ne dépend donc que de laégéenie la surface extérieu& .

Application: la cage de Faraday

D’éventuelles expériences d’électrostatique se udand a I'intérieur d’un conducteur creux sont sans
influence aucune sur les équilibres électrostatigad’extérieur de ce conducteur. Ainsi, dage de
Faraday, reliée a la masse, constitue-t-elle un blindalgetéostatique quasi parfait. Elle protége les
observateurs extérieurs de toute influence desiéscgui peuvent se dérouler a 'intérieur.

Energie électrostatique d’un condensateur

Expression en fonction des potentiels

NotonsU =V, -V, la différence de potentiels entre les armaturas dondensateur porteur d’une charge
Q=Q =-Q,. Le travail électrique qui doit étre fourni powirk varier algébriquement la charge de la
valeurQ a la valeurQ + dQ a pour expressiondW =\, dQ+\, dQ=( V- V) d@& Ud@ Cud.

Ce travail est la différentielle d’une fonction @€ &,, énergie électrostatique du condensateur chargé,
gue I'on peut exprimer aussi bien comme fonctiomadeharge du condensateur ou comme fonction de la
tensionuU :

1 1

2
OW =d¢, avec e:—CU2:_c:(\/l-vz)zz_lQ_
2 2 2C
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Expression en fonction du champ

L’énergie électrostatique du condensateur estik#mldans le volume de I'espace entre les armatures
dans lequel s’établit un champ électrique lorsgueohdensateur est chargé.

Si le milieu inter plagues est vide de toute matig@olarisable, la densité volumique d’énergie
. . . .1 = L .
électrostatique a pour expression en tout pouugt=§aOE2 et nous en déduisons I'expression de

I'énergie par intégration sur tout le volume ingémi :

=[] =[], 2o e
Volume _\/olume2

intérieur intérieur

Résistance de fuite d’'un condensateur

Imaginons le cas particulier ou le volume intérigur condensateur a les propriétés électriques d’'un
conducteur ohmique homogene de conductivité unigoym

Cela signifie, rappelons-le, qu’en tout point oisexun champ électriquk , il apparait une densité de
courantT proportionnelle au champ, le coefficient de preijponalité définissant la conductivité :

j=yE
Le courant de fuitd entre les armatures du condensateur tend a décheegdernier. Nous pouvons
I'exprimer comme flux de la densité de courgnta travers n'importe quelle surface fermée entduean
conducteur intérieu€,, totalement située dans I'espace entre les deuatares, telle que la surfac,
représentée en pointillé sur le schéma ci-dessus :

|=iﬁ 7 M_dS= GU
S

La relation de proportionnalitt =GU entre le courantet la tensiorJ définit la conductance de fuie

) 1 . )
du condensateur ou son mverlét,ta, résistance de fuite du condensateur.

Remarquons que l'intensité flux de la densité de courarjt, est, dans le cas d’'un milieu ohmique

homogeéne, proportionnelle au flux du champ élestiq a travers la méme surfacg,. Seoln le
théoreme de Gauss, ce flux est proportionnel dage intérieure) :

Iz(ﬁ) T@dSz(ﬂ) yEn, dS:ycﬁs “Hlp, dSygzyE l
S Se Se

0 80

JLH 02/10/2007 Page 6 sur 17



ELECTROSTATIQUE Chapitre 4 Conducteurs en équilibre électrostatique

Nous en concluons que, dans ce cas particulier miliau ohmique homogéne, et indépendamment de la
forme géométrique des conducteurs, la conductaadeite d’'un condensateur est proportionnelle a la
capacité. Si le milieu matériel entre les armatwdes propriétés diélectriques du vide, cettetiozla
s’écrit :
G= yE ou encore RC:E
€ Y

Remarque la constante de tem@dsC est le temps C | |
caractéristique dans lequel le condensateur se | |
décharge a travers sa propre conductance inteme. C
temps est proportionnel a la résistivité (inversela
conductivité) du milieu matériel entre les armasure
Le condensateur est alors électriquement équivalent
un condensateur idéal de méme capacité monté en R=So
paralléle avec cette résistance de fuite. yC

—— —

4.3. Exemples de condensateurs de géométries partic  uliéres

Condensateur plan

Etude de symétrie

Deux plaques métalliqgues planes paralléles sopbdées a une distance mutuellees petite par rapport

a leurs dimensions linéaires caractéristiques, efle sorte que les « effets de bords » puissemt étr
négligés : le condensateur ainsi formé se troueey pa plus grande partie de sa surface, dans une
situation présentant une symétrie d’invariancetgzarslation quelconque paralléle aux plaques, cosime
les plaques étaient infinies.

Une différence de potentiel étant instaurée eesaleux conducteurs, les surfaces en regard sevetrt
chargées, la plague de potentiel le plus élevé ptateuse de charges positives.

|+ 111l 1] d

A IR

zone sans effet de bord |

Si 'on se place suffisamment loin des bords, ue &k perpendiculaire aux plaques est un axe de
symétrie de la distribution de charge : le chamgetéique entre les armatures est donc orthogonal au
plagues et, du fait de I'invariance par translgtivendépend que de

E=E(2¢
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Par application du théoreme de Gauss sur une sudamée cylindriqgue d’axeQotalement située entre
les plaques, on démontre facilement que le chareptrélue est uniforme entre les armatures et,
connaissant le module du chantp=o0/e, a la surface des plaques métalliques €st la densité

surfacique de charge de I'armature chargée positve), le champ électrique s’écrit :

La différence de potentiel, égale a I'opposé deireulation du champ d’'une armature a I'autre, arpo
expression U = Ed =ad/,

Expression de la capacité

La charge surfacique est proportionnelle a la tan®t le coefficient de proportionnalité définit la
capacité surfacique du condensateur :

Point de vue énergétique

L’énergie électrostatique surfacique du condensathargé, de valeur%e=%ESU2:—;£—;U2 est

localisée entre les armatures avec, dans la zorsee$tet de bord, une répartition volumique uniferm

La densité volumique d’énergie est égale au rapjl€nergie surfamquesg par I'épaisseud :

2
ue:é:lgo[gj :}EOEZ
d 2 d 2

Condensateur cylindrique

Etude de symétrie

Un cylindre métallique plein de raydR est placé sur I'ax@ d’un cylindre creux de rayon intérieiR,
et de méme longueut supposeée trés grande par rappoR,a de telle sorte que les « effets de bords »

puissent étre négligés : le condensateur ainsidmentrouve, pour la plus grande partie de sajrfa
dans une situation présentant une symétrie d’iamag par translation paralléle a I'axe des cyliandre
d’invariance par rotation autour de cet axe, consinles cylindres étaient infinis. Soit, en coordées

cylindriques(p, ¢, z) d'axe A :
E=E(p)e(9)

Une différence de potentiel étant instaurée eesaleux conducteurs, les surfaces en regard seveirt
chargées, le cylindre de potentiel le plus éleaétgtorteur de charges positives.

Appliquons le théoréme de Gauss sur une surfaceéferconstituée d’'une surface latérale cylindrique
d’axe A et de hauteuh et de « couvercles » circulaires : le flux sortdinine telle surface se réduit au

seul flux 2rph E, (p) a travers la surface latérale, tandis que la ehantgrieure est égale ZrR ho, ou

o, est la densité surfacique de charge portée peyliledre intérieur. Nous déduisons I'expression du
champ électrique radial :

= (o) =
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[N ++{I§£I£T££I,IJ
[ CUTEFRTT T
B .

zone sans effet de bord

< /////7///////// //K/////
R,

1

Expression de la capacité

Notons que la densité surfacique portée par la surface cylindrique opposée a uteuwaifférente de
o, de telle sorte que la charge totdde portée par la surface intérieure du conducteuéredr soit,
conformément au théoréme des €éléments de surfaespondants, opposédd :

_ A= : - _Ro. =-92
=2MR/0,=-Q=-2nRlo, soit R0,=-Ro, P

Nous déterminons I'expression de la capacité lunid'un tel condensateur en calculant I'opposéade |
circulation du champ électrique entre les deux &unaa sur un parcours radial :

__(® __(‘oR  _0o, R_Q R
=— do=- d In—2
v J&Ep(p) P '[Rze P P- R R 2re ofan

Soit %:%U avec C__ 2m&

¢ In(R/R)

Remarque placons nous dans le cas ou I'épaisseur diégleetre de la cavité est trés petite, soit
R, = R+ eavece< R. L'expression de la capacité linéique, limitéepaemier ordre e/ R , devient :

E = ﬂ = 2]1505(1-}- O(EJJ
! In (1+ej © R
R

Cela correspond a I'expression de la capacité cgria d’un condensateur plan d’épaisseur

Nous retrouverons ce comportement limite dans liesisas ou I'épaisseur diélectrique d’'un condensate
est trés petite par rapport aux rayons de courdiesearmatures.
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Point de vue énergétique
2 ., . . & _1C ., _  TE, )
L'énergie électrostatique linéique du condensatharge, de valeur?———u =——— U~ est

20 In(R/R)

localisée entre les armatures.
La densité volumique d’énergie, dans la zone sHasde bord, n’est fonction que de la distanataie

alaxeA :
1o opele[ L) 1(QY 1
Ue(p)—zsoEp(p) 280[ 2, p(j &Feo(fj p’°

Pour retrouver I'énergie électrostatique linéiqguaggrons la densité volumique sur toute la surface
diélectrique comprise entre les électrodes. L’iraégn se fait sommation de contributions de conesn
elémentaires de rayon compris entret p+dp.

& _ (" S(fL QY L, - L QY[ _ 1(QY R
_I ue(p)x2Trpdp—JAR Sﬁao(ﬁj p22npdp 4T[EO(KJL P mo(ﬁ)lan

2TE,

Q_C,, _
Avec?—?u —m

. . 1
U, nous retrouvons bien I'expression attend%e,: E%UZ'

Condensateur sphérique

Etude de symétrie

Une sphére métallique pleine de rayBnest placée au centre O d’'une sphere creuse da nat@ieur
R, : le condensateur ainsi formé présente une syengphérique de centre O, ce qui implique qu’en tout

point de I'espace le champ électrique est radid €bmposante radiale ne dépend que la distaace
centre O. Soit, en coordonnées sphéridue$, ¢) :

E=E(r)g (6 ¢)

Une différence de potentiel étant instaurée eesaleux conducteurs, les surfaces en regard seveit
chargées, la sphere de potentiel le plus élevé ptateuse de charges positives.
Appliquons le théoreme de Gauss sur une surfacérigple concentrique de rayencompris entreR

et R, : le flux sortant d’'une telle surface a pour valeur’E, (r) tandis que la charge intérieure est
égale 4R’ 0, ou 0, est la densité surfacique de charge portée héare intérieure.
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Nous déduisons I'expression du champ électriqualrad E, (r):

e
yE

Expression de la capacité

Notons que la densité surfaciqae portée par la surface sphérique opposée a uner\diféerente deo,
de telle sorte que la charge tot&)e portée par la surface intérieure du conducteérieur soit opposee
a Q,, conformément au théoréme des €léments de swdacspondants :

:4-']'[R220'2:—(3:—4‘]'[@0'1 soit R220'2:—Fizo-1:_4g
Tt

Nous déterminons I'expression de la capacité lurgid'un tel condensateur en calculant 'opposéade |
circulation du champ électrique entre les deux &unaa sur un parcours radial :

e __[oR 11 Q(1_1
Y= J.RzEr(r)dr_ J.Rzeo re RL(R RJ 4m(R1 RJ

Soit Q=CU avec C:4m0ﬂ
R-R

Remarque ici encore, si I'on se place dans le cas oudiggeur diélectrique de la cavité est trés petite,
soit R, = R+ eavece< R. L'expression de la capacité, limitée au premier@ene/ R, devient :

RN
e - R

Cela correspond a I'expression de la capacité gagrfa d’'un condensateur plan d’épaisseur

C= 84T'R1—e—
e e

4.4. Exemples de conducteurs en équilibre électrost  atique

Etude qualitative

Conducteur isolé, conducteur chargé par influence

Un conducteur peut étre isolé et sa charge éleetrgiobale est alors constante, ce qui ne sigeifie
aucun cas que sa charge surfacique soit nécessatremlle en tout point. Dans un environnement
électrostatique donné, ce conducteur définiragulldre un volume équipotentiel.

+ +
Conducteu

+ Charge par O

influence

Conducteur isol_
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Un conducteur peut aussi se voir imposer un pakemn étant relié a un générateur de charges
électriques. Dans un environnement électrostatitué, ce conducteur acquérra une charge électrique
qui se répartira a sa surface de telle sorte gpetkntiel imposé soit établi dans tout son voluroe dit
alors que le conducteur se charge par influence.

Unicité de la solution

Dans les espaces entre les conducteurs, videsutiedioarge, le potentiel électrostatique est uhdisn

de I'équation de LaplacAV =0 satisfaisant aux conditions aux limites a la stefdes conducteurs. Ces
surfaces doivent chacune étre équipotentiellesepses d’'une charge totale égale a la charge coesta
du conducteur dans le cas de conducteurs isolée @atentiels égaux aux potentiel imposés danade ¢
d’'une charge par influence.

Nous admettrongunicité de la solution de I'équation de Laplacempatible avec les conditions aux
limites imposées. Aussi, des lors que, par quelgoasidérations de symétries particulieres, nousrsa
identifier une solution possible, nous pouvonsgmédte avoir trouvé laolution.

Propriétés générales des lignes de champ et des surfaces équipotentielles

Dans tous les cas, les lignes de champ sont nesnaale surface des conducteurs (avec une exception
possible en certains points de surface ou la dedsitharge est nulle, et donc aussi le champigiee}.

Les lignes de champ, obéissant au théoreme des®i€mie surface correspondants, joignent toujaurs u
point de densité surfacique positive a un pointdesité surfacique négative. Attention cependant :
méme conducteur peut étre porteur en certains gndte charges positives et en d’autres endroits de
charges négatives.

De la méme fagon qu’une ligne de champ électragtatne peut se refermer sur elle-méme, une ligne de
champ quittant la surface d’'un conducteur ne pewueun cas aboutir sur le méme conducteur.
Pouvoir des pointes. Effet de cavité

Considérons le champ électrique quasi uniforme aisinage de la surface localement plane d'un
conducteur. A ce champ correspondent, pour destséchr potentiels équidistants, des surfaces
equipotentielles planes équidistantes.

+++++++++++++++H+++ -+ F I e

L , effet de pointe
densité de charge uniforr forte der?sité de char:

effet de cavité
faible densité de chart
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Imaginons la présence d'une pointe métallique gohale a cette surface chargée. A grande distance,
I’équilibre électrostatique ne sera pas perturbaisma courte distance, les surfaces équipotergiske
trouveront resserrées. Cela correspond a un gtadeerpotentiel particulierement important dans la
direction de la pointe et donc a une composantehdenp électrique particulierement importante dans
cette direction : c’est ce phénoméne que 'on kaptpouvoir des pointes.

Application: le paratonnerre fonctionne selon ce principesitiaation orageuse correspond a la création
d'un effet capacitif entre la terre et les nuades.tension devenant trop importante, le claquage es
inévitable : c’est Eclair, phénomene lumineux, ettennerre phénoméne sonore qui lui est associé.

Le fait d’installer une pointe métallique directarheeliée au sol au plus haut point d’'un villager p
exemple au sommet du clocher de son église, crépoium d’accumulation de charges et de champ
électrique extrémal a partir duquel se déclenche¥&érentiellement I'éclair. La canalisation desrgfes
électriques dans un fil conducteur dimensionné & effet permet d’éviter les destructions plus
importantes qui se produisent lorsque la foudréakas » n'importe ou, dans des conditions non
maitrisées.

Exemple de la polarisation d’'une sphére conductrice isolée, non chargée,
introduite dans une zone de champ uniforme

Une spheére conductrice, de charge globale nullengsduite dans une région d’espace ou le charhp es
uniforme. Par l'action de ce champ, la sphére darige. Des charges positives migrent dans le dans
champ tandis que des charges négatives migrentldasens opposé et ceci jusqu’a ce que le champ
résultant soit nul a I'intérieur de la sphére.

Le champ uniformeE, = E, ¢ doit se retrouver comme condition aux limites iéfii. Ce champ est
associé a la fonction potentié| = —E, z, soit en coordonnées sphériql(ese, (])) d’axe polaire @:

V, =-E, rcosd

La sphére métalliqgue centrée en O dans ce chanfiprmei constitue un systeme invariant par rotation
autour de l'axe @ Nous connaissons une solution de I'équation deldce qui a cette symétrie, la
fonction « potentiel dipolaire » faisant intervenin parametre scalairp homogéne a un moment
dipolaire :

1 pcodb

are, r?

2

Nous allons montrer qu’une fonction potentie(r, 6) =V, +V,, somme de ces deux contributions, est

compatible avec les conditions aux limites impos@esysteme, pourvu que I'on choisisse correctement
la valeur du moment dipolaige

Le potentiel a la surface de la sphere doit étrestamt, et méme nul puisque la sphére, électriquneme
isolée et initialement non chargée, doit resteclige globale nulle. Cette condition nécessa@eris’:

1 pcodb
V(R 0)=-F RcosB+ =
(R 6)=~F Roo+_——2;

0 08, soit p=4m,E, R
0

Avec une telle fonction potentiel, nous sommes r&ssde retrouver le champ uniforme a trés grande

distance de la sphere métallique.
3
V(r, 8) =-E, r(l—ij cod

r3

Nous admettons l'unicité de la solution. Cette 8ofu particuliére satisfaisant a toutes les contes
imposées est donc la solution unique du probléme.
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Exprimons, par dérivation en coordonnées sphérigueschamp électrique associé & cette fonction
potentiel :

oV R
E =——=EF|1+2— |coD
o EO( r3) E, = 3E, cosd
=3E, co
— 10V R . R L S
E| B=-T7g ="Kl 3 sin6  eten particulierE (R 6)| § =0
E, =0
-1 WV,
* rsin® 9

La valeur deE, a la surface de la sphere définit la densité sigfie de charge E, = -3E, cos9 =0/g,
Soit 0(8) =0,cosd avec o, =3¢ E,.

La figure ci-dessous représente les lignes de chHampouge) et les équipotentielles (en bleu) dans
plan méridien. On y voit de quelle facon les swefaéquipotentielles sont compressées par l'intnude

la sphere métallique. Ce plus fort gradient du e correspond a une plus grande valeur du modiule
champ électrique.

1
_ | _
1 -
| v L i
L I i i . P 7-“ _:1” ---------- "'ll__.-_-"-“_. | |
It R e i

Remarque les points équatoriaux —représentés en verta-sautface de la sphére conductrice semblent

bien particuliers. En effet, les lignes de chamg@spntent des rebroussements en ces points. Csla n'e
possible que parce que le champ électrique est aldr

! Le champ n'ayant pas de composante ortho méridiggnel s'agit en fait de la simple expression du geat en
coordonnées polaires dans le plan méridien.
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Exemple d’'un conducteur cylindrique isolé, initiale ment chargé,
introduit dans une zone de champ uniforme orthogona | & 'axe du cylindre

Le probleme posé est typiqguement un probléme décld conducteur chargé est infini et de plussdan
ce probléeme, la charge totale de l'univers n'est palle. Le choix d’'un potentiel nul a l'infini edbnc
impossible. Nous allons rechercher des solution$édgiation de Poisson respectant les symétries du

probleme exprimées dans le systeme de coordomyéadrhques(p, ¢, z) ayant pour axe Dl'axe du

conducteur cylindrique et pour axe polairel@direction et le sens du champ uniforie= Eoé .

Pour rendre compte de l'existence de ce champ mmgoa grande distance du conducteur, nous
introduirons une premiere contribution au poterdeela formeV, = —E, x=-E,pcos} .

Pour rendre compte de l'action de la charge lingiqu conducteur, de densité linéigdg, nous y

Ao InB

21e, a

ajouterons une deuxiéme contribution de type «rpetefilaire » :V, = -
Le choix de la longuewa déterminera 'origine des potentiels.

Enfin, pour rendre compte de I'effet polarisantathamp électrique uniforme, nous allons introduine u

cosp

troisieme contribution au potentiel, solution d&gliation de LaplacAV =0, de la formeV, = K——.
p

Cette contribution est qualifiée de « potentiell&ife » : une telle fonction potentiel rend comphe
comportement a grande distance d’'un systeme de filswectilignes infinis paralleles et porteurs de
charges linéiques opposées.

,_\ Attention a ne pas confondre le potentidgilaire, exprimé icien coordonnées cylindriques

cosp
p

(p, 9, z) par la fonction , avec le potentietlipolaire, autre solution de I'’équation de

. : , - . cosB
Laplace qui s’exprimegn coordonnées spherlqueér, 0, q>), par la fonction——.
r
Nous recherchons donc si une solution de la fovieV, +V, peut satisfaire a I'ensemble des contraintes
imposées :

V(p, 0, 2) =\ +\+ = Epcosp - 2 In+ kO

TE, a P

Tout d’'abord, la surface du cylindre de rayRrdoit étre équipotentielle : ceci impose la valderla
constante, c’est-a-dire le degré de polarisation du conduotglindrique :

V(R 9, z)=—(|g R—choap— Yo 1R indépendantde = K =E, R
2mE, a

A
2

R

D’ou I'expression possible de la fonction potentiel

- _RrR _ Ao P
V(p, 9, 2)= Eop(l pzjcosb o Ina

Déterminons le champ électrique dérivant d’'un takptiel par dérivation en coordonnées cylindrique
et calculons en particulier la répartition surfaggle charges sur le conducteur cylindrique, posiR.
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E,=- c;V (1+chos¢+2 E =2 A
= = coO +
P o , oP » = 2E; cosp 21, R
E E¢:_10_V=_Eo[1——2] sing et, en particulierE (R ¢)| E =0
p oo P
E—a—V—O E,=0
0z

Le champ électrique est bien orthogonal a la sarthc conducteur : c’est une premiere nécessité. Pou
satisfaire la loi de Coulomb, nous en déduisonglession de la densité surfacique de charge :

_0 —
21, R ¢, = 0(0)=2F, 21R

E, =2E, cosp +

La sommation sur un tour d@o(q)) nous donne bien la valeur de la charge linéijyeu conducteur :

IZHR0(¢)d¢:j02n[28 E, Reosb +_] b =\,

0
Toutes les conditions aux limites sont donc satesaet nous pouvons affirmer avoir mis en éviddace
solution du probleme poseé.

Le schéma ci-dessous correspond au cas particdlign cylindre chargé positivement, avec
A, =41 E,R. Il s’agit bien sir dun plan de coupe orthogorall'axe du cylindre. Comme

précédemment, les lignes de champ sont en rodgs éguipotentielles en bleu.

Remarque cette figure est tracée a I'aide d'un logiciel calcul formel (en I'occurrence, il s’agit de
MAPLE). Le tracé des ces courbes a partir des sgpes analytiques du champ et du potentiel n’est
evidemment pas exigible en temps limité. Par codiireerprétation de ce schéma et la reconnaissanc
sur celui-ci de gquelques lois de I'électrostatigse un bon exercice. Par exemple, au vu de la dage
champs et équipotentielles, que vaut le champréjeetau point A ?
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Exemple de la charge par influence d’un conducteur plan de potentiel nul
a I'approche d’'une charge ponctuelle

Voici un dernier exemple de conducteur en équilidlectrostatique. Un plan métallique est relié a la
masse, c'est-a-dire porté au potentiel de l'infidé trés loin, une charge électrique ponctuejjeest

amenée en un point M a la distaree’'un point O de ce plan. Celui-ci, par influene@, se charger
négativement d’'une charge opposé® et I'on se propose d’établir la loi de répartitisarfacique des

charges dans le plan.

charge fictive E

charge réell

Nous ne savons pas résoudre directement I'équdtiohaplaceAV =0, mais nous connaissons une
solution satisfaisant a 'ensemble des conditiams lanites imposées. En effet, si nous considéiens
dipble constitué d'une chargg placée en M et d'une chargey, placée enM’, symétrique de M par

rapport au plan conducteur, nous savons que cdetaldcharges produirait un potentiel nul dansde
médiateur du segmeiMM .

La référence a I'unicité des solutions nous perlragtirmer que le champ créé par le doublet dardde
médiateur est orthogonal a ce plan et a pour valgébrique :
g cosa __ g a _ofr)

E =-2 = - =
Z(r) ><4T"‘Eo r*+a’ 21E, (r2+a2)3/2 €

La charge électriquedq contenue dans une couronne de rayon compris enger +dr a pour

expression :
ar

—_ % @ _ar
(v

2n(r2+a2)3/2 ! dr

aveco(r) dg=2nro(r)dr=-q,

Son intégrale étendue a la totalité de la surfacelah conducteur s’écrit :

® ° ar
= 2 dr = - -  _dr=-
q L T[I’O'(r) r qu‘O (I’2 +a2)3/2 r Qo

Résultat sans surprise, non ?
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